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 שיכון: הגדרה

),( שיכון של מרחב מטרי  xdX   במרחב מטרי ),( ydY היא פונקציה YXf →:. 

 שיכון איזומטרי : הגדרה
Xvu לכל –שיכון המשמר מרחקים בצורה מלאה  ∈, ),())(),(( vudvfufd xy =. 

 
yxyxdנשים לב כי מרחב נורמי הינו מרחב מטרי בו   ).כי מתקיים אי שוייון משולש (),(=−
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1=p -נורמת מנהטן . 
2=p -נורמה אוקלידית . 

∞=p -נורמת אינסוף  :ii XX max=
∞

 
 

 קונבנציה
ל "נוח להגיד שמתייחסים לנורמה הנ. (plמרחב באינסוף קוארדינטות ובעל פונקציית מרחק pLנסמן ב 

 ).באיזשהו מימד

 :)Dvoretsky(משפט 
2L משתכן איזומטרית בpL 1 עבור≥p. 

 :(Frechet)משפט 
 ∞nl ניתן לשיכון איזומטרי ב n בגודל Xכל מרחב מטרי 

כלומר  ( מימדי נייצג באמצעות נקודה במרחב המקורי שלנוn-כל קוארדינטה במרחב ה : הוכחה
XZiוכך הלאה כאשר 2Zהשנייה כ 1Zהקוארדינטה הראשונה תסומן כ  ∈(. 

)),(),...()(( להיות fנגדיר את פונקציית השיכון  21 xfxfxfy znzz= - כלומר השיכון יתבצע על ידי 
)(),(:  בצורה הבאY של מרחב i עבור כל קוארדינטה zifהפעלת פונקציה  izi xxdxf  כלומר עבור =

xשל הקוארדינטה  הערך,  מסויים i בשיכון של x ב Y יהיה ),( ixxd. 
)()(),(: טענה yxdyfxf =−

∞
 

)()(max)()(max),(),(: הוכחה zydzxdyfxfyfxf zzizii −=−=−
∞

. 
),(),(),(לפי אי שוויון משולש  yxdzydzxd yxdyfxfכלומר . −≥ ,()()( ≤−

∞
 .

),(),(),()  z=yוגם עבור  (z=xמבניית המרחב עבור  yxdzydzxd  ולכן −=

),()()( yxdyfxf =−. 
 



לא (מרחב מטרי על גרף : הגדרה
 )מכוון

 (A,B)דים הם נקודות ו מרחב מטרי בו הקדק
 .B ל Aהינו אורך המסלול הקצר ביותר בין 

 :טענה
4Cלא ניתן לשיכון איזומטרי במרחב אוקלידי : 

 : הוכחה
),(),(),(ל אי שוויון משולש מתקיים כשוויון "במרחב הנ CAdBAdCAd במרחב האוקלידי . =+

 . נקודות ולכן סתירה4 לא ניתן לשכן כך – אחד משמעו שכל שלוש נקודות נמצאות על ישר
 

 (distortion) עיוות: הגדרה
Xvuכך שלכל  c>0 אם קיים קבוע α יש עיוות Y ל Xלשיכון של    מתקיים ,∋

),())(),(( yxdcvfufd y ⋅⋅≤ α . הגורםc מבטל   scaling) אם אפשר לשכן מרחבX ב Y אזי אם 
 ).נכפיל את כל הקוארדינטות בקבוע עדיין השיכון אפשרי

 

 של שיכון(expansion) הרחבה : הגדרה
 

c
yxd
yfxfd

f
x

y ⋅≤= α
),(

))(),((
max)(expansion 

 

  של שיכון(contruction)כיווץ : הגדרה
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 .α=expansion(f)*contraction(f): העיוות הינו המכפלה של הכיווץ בהרחבה

 

 :(Bourgain)משפט 
 .lognO)( בעיוות 2L נקודות ניתן לשיכון ב nכל מרחב מטרי על 

log2)(בהוכחה של המשפט מראים שניתן לבצע שיכון במימד  nOd =. 

בעיוות של pL מראה שניתן לבצע שיכון לטהרחבה למשפ )log
(
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קטן מ  בעיוות pLניתן לבצע שיכון ללא מראה ש   Linial,London, Rabinovichמאמר של 
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 :(Johnson - Lindenstrauss)למה 

)log( כאשר ε<0ל לכdL2 ניתנת לשיכון ב 2L נקודות ב nכל קבוצה של  2
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 .1Lזה אינו אפשרי ב : הערה

 :(LLR - Linial,London, Rabinovich)משפט 
2)(נגדיר  xc העיוות המינימלי של X 2 בL . 2)(אזי xc ניתן לחישוב בזמן פולינומיאלי בגודל המרחב 

X) .כלומר קיים אלגוריתם לחישוב השיכון בעל העיוות המינימלי.( 
:2נניח . n בגודל X נתון :הוכחה LXf 1ע שהשיכון ל "ניתן להניח בה. →

2
−nL. 

2)(נסמן  xc=α ונניח ש fאזי מתקיים,  שיכון מרחיב: 
 
),()()(),( yxdyfxfyxd ⋅≤−≤ α . נעלה בריבוע ונקבל
2222 ),()()(),( yxdyfxfyxd ⋅≤−≤ α. 

 :מכאן ש
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 .בעיה זו ניתן לפתור בזמן פולינומיאלי
 

 :בעיה
מציאת נקודות  (Xרוצים לחשב את הקוטר של .  קבוע קטןdכאשר dL2 נקודות ב n של Xנתונה קבוצה 

Xvu max),( כך ש ,∋ , vudyxXyx =−∈. 

)(אלגוריתם טריוויאלי הוא ב  2dnO -ריצה על כל הנקודות . 

אם נסתכל על הבעיה ב 
'dL∞ אזי

iyixiiyxiiiiyxXyx yxyxyxyx minmaxmaxmaxmaxmaxmaxmax ,, −=−=−=− ≠∞∈

 .ndO)'(חישוב זה ניתן לביצוע ב 
 

 ):תוכח בשיעור הבא(למה 
 
dL1 ניתן לשיכון ב

'dL∞ כאשר dd 2'=. 


