2000 ,áéáà øèñîñ íéîãœúî íéàùåð 236605

2000 ,õøîá 9 :éøàéðéì ïåðëú

éðáø ìáåé :äöøîä

éøàéðéì ïåðëú 1

àåöîì àéä ,úéììë äâöäá ,éøàéðéìä ïåðëúä úééòá

íéöåìéàä úçú c^T_1 x_1 + c^T_2 x_2 + c^T_3 x_3 ìù (íåîéðéî åà) íåîéñœî A_{11}x_1 + A_{12}x_2 + A_{13}x_3 ≥ b_1 A_{21}x_1 + A_{22}x_2 + A_{23}x_3 ≤ b_2 A_{31}x_1 + A_{32}x_2 + A_{33}x_3 ≥ b_3 ïîéñá ìáâåî àì x_3, x_2 ≤ 0, x_1 ≥ 0

-å ,b_3 ∈ R^{m3} ,b_2 ∈ R^{m2} ,b_1 ∈ R^{m1} ,c_3, x_3 ∈ R^{n3} ,c_2, x_2 ∈ R^{n2} ,c_1, x_1 ∈ R^{n1} øùàá .A_{ij} ∈ R^{mi×nj} .éøùôà ïåøúéô àøœð úéøàéðéìä úéðëåúä ìù íéöåìéàä úà íééœîä R^{n1+n2+n3} -á øåèœåå úåøãâää) äéöæéîéñœî úééòá øåáò .úéøùôà úéðëåú úàøœð éøùôà ïåøúéô äì ùéù úéðëåú éùîî ìëì íà .éìîéèôåà ïåøúéô àøœð éáøéî åëøòù ,éøùôà ïåøúéô (úåîåã äéöæéîéðéî úééòáì .äîåñç àì úéðëåúä ,øúåé ìåãâ åëøòù éøùôà ïåøúéô ùé :úéèøãðèñ äâöä ,ìùîì ,øúåé úåìáâåî úåâöä íò ãåáòì ìáåœî

min c^T x subject to Ax = b x ≥ 0.

àéä úåìéœùä .úéèøãðèñ äâöäá P^′ äìåœù úéðëåúì P úéøàéðéì úéðëåú ìë áñäì ìœ êë ,P ìù íééøùôàä úåðåøúéôä ïéáì P^′ ìù íééøùôàä úåðåøúéôä ïéá äîàúä ùéù êëá úðî ìò .äîàúää éãé ìò øîùð úéðëåú ìë ìù äøèîä úéöœðåô éãé ìò äøùåîä øãñäù :íéàáä íéììëä úà ìéòôð ,äîàúää úà òöáì

;min −c^T x ⇔ max c^T x •

;Ax − s = b, s ≥ 0 ⇔ Ax ≥ b • ;Ax + s = b, s ≥ 0 ⇔ Ax ≤ b • ;y = −x ≥ 0 ⇔ x ≤ 0 • .x = x^+ − x^−, x^+, x^− ≥ 0 ⇔ ïîéñá ìáâåî àì x •

:úéðåðœ äâöä ìùîì ,úåøçà úåâöä íâ úåìáåœî min c^T x subject to Ax ≥ b .úåðåéååéù-éà éðùá ïåéååéù ìë óéìçð :úéðåðœ äâöäì úéèøãðèñ äâöäî øåáòì ìœ

íéðåàô 2

P ⊂ R^n úåãåœð úöåáœ åæ ,øîåìë .áçøî éàöç ìù éôåñ øôñî ìù êåúéç àåä R^n-á ïåàô-H .íåñç ïåàôì éììë ïåàô ïéá ïéçáð .P = P (A, b) = {x ∈ R^n | Ax ≤ b} éãé ìò úøãâåîä äøåöäî ïåàô-H àåä èåøç-H .λ ≥ 0 ìëì λx ∈ C ⇐ x ∈ C ííà èåøç àåä C ⊂ R^n .P (A, 0) ,λ_1, λ_2, . . . , λ_m ∈ R íéîééœ ííà x_1, x_2, . . . , x_m ∈ R^n ìù äøåîœ äéöðéáîåœ àéä x ∈ R^n ïîåñîä ,S ìù øåîœä øåâñä ,S ⊂ R^n äöåáœ øåáò .x = ∑ i λ_ix_i-ù êë ,∀iλ_i ≥ 0 , ∑ i λ_i = 1 äöåáœä àåä ,conv(S) conv(S) = {x ∈ R^n | S úåãåœð ìù äøåîœ äéöðéáîåœ x} . äöåáœä àåä ,cone(S) ïîåñîä ,S ìù éèåøçä øåâñä cone(S) = {x ∈ R^n | ∃x_1, x_2, . . . , x_m ∈ S, ∃λ_1, λ_2, . . . , λ_m ∈ R, ∀i, λ_i ≥ 0, x = ∑ i λ_ix_i}.

V ⊂ R^n úåéôåñ úåöåáœ øåáò P = conv(V ) + cone(Y ) ííà ïåàô-V àåä P ⊂ R^n úéôåñ äöåáœ øåáò P = conv(V ) ííà íåñç P (.éœñáåœðéî íåëñ ïééöî +) .Y ⊂ R^n-å .Y ⊂ R^n úéôåñ äöåáœ øåáò P = cone(Y ) ííà èåøç-V àåä P .V ⊂ R^n .ïåàô-H àåä P ííà ïåàô-V àåä P (íéðåàô øåáò éøœéòä èôùîä) 1 èôùî .èåøç-H àåä C ííà èåøç-V àåä C ⊂ R^n (íéèåøç øåáò éøœéòä èôùîä) 2 èôùî

úéøùôà àéä úéøàéðéì úéðëåú éúî 3

elim_k(C) = {x − te_k | x ∈ C, t ∈ R} éæà C = P (A, 0) ⊂ R^n íà (äìèä úîì) 3 äîì ,èøôá .èåøç-H àåä proj_k (C) = elim_k(C) ∩ {x ∈ R^n | x_k = 0} íâ ïëìå ,èåøç-H àåä íâ ïëå ,A_{ik} = 0 åøåáò i ìëì A_{i·} äéúåøåùù äöéøèîä àéä A^{/k} øùàá ,elim_k(C) = P (A^{/k}, 0) .A_{jk} < 0 ,A_{ik} > 0 íøåáò i, j ìëì A_{ik}A_{j·} + (−A_{jk})A_{i·}

íéìáœúîä úåðåéååéùä-éà ïëìå ,A úåøåù ìù úåéìéìù-éà úåéöðéáîåœ ïä A^{/k} úåøåù .äçëåä àåä é-k-ä øáéàä äøåù ìëá A^{/k}-á ,ïë åîë .C ⊆ P (A^{/k}, 0) ,øîåìë ,C úåãåœð øåáò íéôœú .elim_k(C) ⊆ P (A^{/k}, 0) ïëìå ,åììä úåðåéååéù-éàá òéôåî àì x_k ïëì ,0 íééœù äàøð .ë"äá x_k = 0-ù çéðð .x ∈ P (A^{/k}, 0) éäé :êåôää ïååéëá íâ äìëä äàøð øîåìë ,A(x − te_k) ≤ 0 íééœì êéøö äæë t .x − te_k ∈ C åøåáò t ∈ R

max_i { 1 A_{ik} A_{i·}x | A_{ik} > 0 } ≤ t ≤ min_j { 1 −A_{jk} (−A_{j·})x | A_{jk} < 0 } . ,A_{jk} < 0-å A_{ik} > 0 íà .ïéîé óâàì äååù åà ïèœ úåéäì êéøö ìàîù óâà ,äæë t àåöîì éãë .x øåáò íééœúîù ,(A_{ik}A_{j·} + (−A_{jk})A_{i·})x ≤ 0 :éàðúì ìåœù äæ éàðú

(úéøùôà àéä úéøàéðéì úéðëåú éúî) êùîä 4

åà :íééœúî íéàáä íéøœîä éðùî ãçà œåéãá éæà .b ∈ R^m-å A ∈ R^{m×n} éäú (Farkas) 4 äîì .c^T b < 0-å ,c^T A = 0 ,c ≥ 0-ù êë c ∈ R^m íééœù åà ;Ax ≤ b-ù êë x ∈ R^n íééœù

úøçà ,ãçé íééœúäì íéìåëé àì íéøœîä éðù .äçëåä

0 = 0^T x = (c^T A)x = c^T (Ax) ≤ c^T b < 0

.äøéúñå äðåùàøä äãåîòäù äöéøèî àéä (−b, A) øùàá) Q = P ((−b, A), 0)-å P = P (A, b) øéãâð ìéëî Q ííà Ax ≤ b åøåáò x ∈ R^n íééœ .(A úåãåîò ïä úåàáä úåãåîòäå −b àéä äìù òöáð .(n ãò 0-î R^{n+1} ìù úåèðéãøåàåœä úà øôñîð ,úåçåð íùì) x_0 > 0 äøåáò äãåœð .elim_1elim_2 · · · elim_n(Q) èåøç-H ìáœð .äìèää úîì éô ìò n ãò 1 úåèðéãøåàåœì äéöðéîéìà ,øîåìë .D ìù úåøåù éúù øúåéä ìëì ìù úéáåéç äéöðéáîåœ àéä äøåù ìë D^{/i}-áù øåëæð .(íééáåéç äøåù ìëá íééðù øúåéä ìëìå) íééìéìù-éà äéøáéàù äöéøèî C_i øùàá D^{/i} = C_iD ,ïàëî elim_1elim_2 · · · elim_n(Q) = P ((−b, A)^{/n/n−1/···/1}, 0) = P (C_1C_2 · · · C_n(−b, A), 0).

úëøòîá úåðåéååéùä-éà ìë .íééìéìù-éà äéøáéàù äöéøèî C .C = C_1C_2 · · · C_n ïîñð éë çéðð .íéðúùîä øàù ìëì äéöðéîéìà åðéùò éë ,γ_{i0}x_0 ≤ 0 äøåöäî íä C(−b, A)x ≤ 0 íâ ïëì .Q ⊆ {x ∈ R^{n+1} | x_0 ≤ 0} ïëìå P = ∅ elim_1elim_2 · · · elim_n(Q) ⊆ {x ∈ R^{n+1} | x_0 ≤ 0}. c^T éäú .γ_{i0} > 0 íò γ_{i0}x_0 ≤ 0 äøåöäî ïåéååéù-éà ìéëäì úáééç C(−b, A) ≤ 0 úëøòîä ïëì .c^T b = −γ_{i0} < 0-å ,c^T A = 0 éæà .c^T (−b, A) = (γ_{i0}, 0, 0, . . . , 0) äøåáò C ìù äøåùä

íéãåœãåœå úåàô 5

-ùîä úëøòîì ãéçéä ïåøúéôä ííà úéðéôà íééåìú-éúìá íä x_1, x_2, . . . , x_k ∈ R^n íéøåèœåå àåä ,dim(P )-á åðîñðù ,P ïåàô ìù ãîéîä .i ìëì α_i = 0 àåä , ∑ i α_i = 0 , ∑ i α_ix_i = 0 úåàåå .k + 1 àåä ,úéðéôà úåéåìú-éúìá ïäù ,P -á úåãåœð ìù éáøéîä øôñîä ííà k .x ∈ P ìëì íééœúî àåä ííà P ∈ R^n ïåàô øåáò óœú c^T x ≤ c_0 éøàéðéì ïåéååéù-éà äöåáœ F = P ∩ { x ∈ R^n | c^T x = c_0 } , F ≠ ∅ íà .åîöò ìù äôù P ïëì ,0^T x = 0 .P ìù äôù àéä ,P øåáò óœú c^T x ≤ c_0 øùàá .ùîî äôù F -ù øîàð F ≠ P íâ íàå ,P -á úëîåú F -ù øîàð dim(F ) = dim(P ) − 1 íà .ãåœãåœ úàøœð F éæà dim(F ) = 0 íà .ïåàô àéä F äôù ìë .P ìù íéãåœãåœä úöåáœ úà vert(P )-á ïîñð .äàô úàøœð F éæà :éæà .íåñç ïåàô P ∈ R^n éäé 5 èôùî .P = conv(vert(P )) .1 .vert(P ) ⊆ V éæà P = conv(V ) íà .2 -î íéøåèœåå ìù äøåîœ äéöðéáîåœ àåäù v ∈ V íééœ íà .P = conv(V ) éäé .äçëåä v éæà V^′ ìù äøåîœ äéöðéáîåœ åððéà v ∈ V íàù äàøð .P = conv(V^′) éæà ,V^′ = V \ {v} .P ìù ãåœãåœ àåä v ∉ conv(V^′) ⇔ ̸∃t ≥ 0 | v = V^′t, 1^T t = 1 ⇔ ̸∃t ≥ 0 | 1^T V^′ t = 1 v ⇔ ∃c | c^T 1^T V^′ ≥ 0, c^T 1 v < 0 ⇔ ∃(β, −b^T ) = c^T | b^T V^′ ≤ β1, b^T v > β ⇔ ∃β, b | ∀u ∈ V, u ≠ v, b^T u ≤ β ∧ b^T v > β.

.b^T x ≤ b^T v óœúä ïåéååéùä-éà éãé ìò øãâåîä ãåœãåœ àåä v ïëì ,P \ {v}-î úåãåœð ìù äøåîœ äéöðéáîåœ øåúá äâöäì ïúéð àì P ìù v ãåœãåœ ìë ,ãâðî .P úåãåœð øàùá àì ìáà v-á úîééœúîä úéøàéðéì äàååùî ùé éë

íâå x − y ∈ P íâù êë y ≠ 0 øåèœåå íééœ àì ííà P ìù úéðåöéœ äãåœð àéä x ∈ P .ãåœãåœ àéä ííà úéðåöéœ äãåœð x-ù ,åðéàøä .x + y ∈ P

íééñéñá úåðåøúéô 6

ìëì éæà .äîåñç min c^T x s.t. x ∈ P úéðëåúäù çéðð .P = {x | Ax = b, x ≥ 0} ïîñð 6 èôùî .c^T x^′ ≤ c^T x-ù êë P ìù x^′ ãåœãåœ íééœ x ∈ P

.ãåœãåœ àåäù x^∗ éìîéèôåà ïåøúéô íééœ äîåñç úéðëåúä íà 7 äðœñî

,ìùîì .äîåñç àéä íà åìéôà ,ãåœãåœ çøëäá ïéà úéðåðœ äâöäá úéðëåúì .äøòä

min{x_2 | x ∈ R^2 ∧ x_2 ≥ 1 ∧ −x_2 ≥ −2}.

åøåáò y ≠ 0 íééœ ,øîåìë .ãåœãåœ åððéà x-ù çéðð .x ∈ P éäé .6 èôùîä úçëåä íà ,óñåðá .Ay = 0 íééœúäì áééç ïëì ,A(x − y) = A(x + y) = b .x − y, x + y ∈ P óéìçð úøçà ,c^T y ≤ 0-ù ë"äá çéðð .x_j + y_j ≥ 0 íâå x_j − y_j ≥ 0 éë y_j = 0 íâ éæà x_j = 0 ùé åá íäî ãçà øçáð .åðìù úåùéøãá íéãîåò −y íâå y íâ éæà ,c^T y = 0 íà .−y-á y úà .éìéìù øáéà .c^T (x + λy) = c^T x + λc^T y ≤ c^T x .λ > 0 øåáò x + λy-á ïðåáúð ïëì .c^T y < 0 íééœúî y ìù äøéçáä éô-ìòå ,λ ìëì éøùôà ïåøúéô x + λy éæà ,y ≥ 0 íà çœéð .y_j < 0 åøåáò j ñœãðéà ùéù ,ïë íà ,çéðð .äçðäì ãåâéðá äîåñç àì úéðëåúä λ = min_{j|yj<0} { x_j −y_j } . x+λy-á x úà óéìçð .x-ì øùàî 0 íäù íéøáéà øúåé ùé x+λy-ì ,óñåðá .x+λy ∈ P ìáœð .íéîòô n øúåéä ìëì úàæ úåùòì øùôà .êéìäúä ìò øåæçðå

A úåãåîò äéúåãåîòù äöéøèîä A_x éäú x ∈ P øåáò .P = {x | Ax = b, x ≥ 0} ïîñð 8 èôùî .úéøàéðéì úåéåìú-éúìá A_x úåãåîò ííà ãåœãåœ x éæà .0-î äðåù x-á íéàúîä øáéàä ïøåáò ïëì ,Ay = 0 .x + y ∈ P ,x − y-ù êë y ≠ 0 íééœ éæà .ãåœãåœ åððéà x-ù çéðð .äçëåä A_y úåãåîò ïëìå y_j = 0 íâ éæà x_j = 0 íà ,åðéàøù éôë ,ìáà .úéøàéðéì úåéåìú A_y úåãåîò .úéøàéðéì úåéåìú A_x úåãåîò íâ ïëìå ,A_x úåãåîò ìù äöåáœ-úú ïä R^n-ì y úà áéçøð .A_xy = 0-ù êë y ≠ 0 íééœ éæà ,úéøàéðéì úåéåìú A_x úåãåîòù çéðð ìáœð .A_x-á åèîùåäù A úåãåîòì íéîéàúîä úåîåœîá 0 êøò íò íéøáéà úôñåä éãé ìò ,íãåœä èôùîä úçëåäì äîåã ïôåàá .x_j = 0 íà y_j = 0 íééœîù ,y ≠ 0 ,y ∈ R^n íééœù .x − λy, x + λy ∈ P åøåáò λ > 0 ùé rank(A) = m çéðð .A ∈ R^{m×n} øùàá ,P = {x | Ax = b, x ≥ 0} ìù ãåœãåœ x éäé -ù äìéçúá çéðð .B = {j | x_j > 0} ïîñð .(ïåøúéô ïéàù åà ,íéøúåéî íéöåìéà ùéù åà úøçà) .B-á íéñœãðéàì úåîéàúîä A úåãåîò ïä äéúåãåîòù äöéøèîä úà A_B-á ïîñð .|B| = m .B-á ñœãðéà íò íéøáéàä úçéœì éãé ìò x-î ìáœúîä øåèœååä úà x_B-á ïîñð äîåã ïôåàá âéöäì øùôà éæà .N = {1, 2, . . . , n} \ B ïîñð .úéøàéðéì úåéåìú-éúìá A_B úåãåîòù åðéàø úåéåìú-éúìá úåãåîò óéñåäì øùôà |B| < m íà .x_N = 0 ,x_B = A^{−1}_B b > 0 éãé ìò x úà x-ìå ,ñéñá B-ì àøœð .0 åéäé x_B éøáéàî œìç æà ìáà ,|B| = m íò ääæ äâöä ìáœìå A ìù øôñî øåúá ãåœãåœ âöééì íéîòôì øùôàù áì åîéù) éñéñá éøùôà ïåøúéô åæ äøåöá ïåúðä áì åîéù ,ïë åîë .(ñéñáì íéîéìùî åá ïôåàì íàúäá ,íéðåù íééñéñá íééøùôà úåðåøúéô .(éìéìù-éà çøëäá àì A^{−1}_B b éë) ãåœãåœ øéãâî ñéñá ìë àìù

(Dantzig 1947) ñœìôîéñä úèéù 7

A_B-å b ≥ 0-ù êë äðåúð úéðëåúäù çéðäì øùôà .x éñéñá éøùôà ïåøúéôå B ñéñáî ìéçúð úéöðéîéìà òöáðå −1-á éìéìù ïéîé óâà íò íéöåìéàä úà ìéôëð úøçà) äãéçéä úöéøèî àéä .(A_B ìò ñåàâ

min c^T_Bx_B + c^T_N x_N s.t.

A_Bx_B + A_N x_N = b x_B, x_N ≥ 0.

x_B = A^{−1}_B b − A^{−1}_B A_N x_N

ïëìå c^T_Bx_B + c^T_N x_N = c^T_B ( A^{−1}_B b − A^{−1}_B A_N x_N ) + c^T_N x^N

= c^T_BA^{−1}_B b + ( c^T_N − c^T_BA^{−1}_B A_N ) x_N . (.x_B-á äééåìú äéäú àìù êë äøèîä úéöœðåô úà áåúëì øùôà ,øîåìë) ïîñð c̃^T = c^T_N − c^T_BA^{−1}_B A_N .

êøèöð äøåîúá .äøèîä úéöœðåô úà ïéèœú x_j ìù äìãâä éæà ,c̃_j < 0 åøåáò j íééœ íà ìë ïëì ,äãéçé úöéøèî àéä A_B éë åøëéæ .úåéìéáéæéô ìò øåîùì éãë x_B ìù íéøáéà úåðùì ,ïë åîë .éìéáéæéô äéäéù êë ïåøúéôä úà ïœúì ìœ ïëìå ,ãçà õåìéà ìò òéôùî x_B-á øáéà ïëìå ,äìáâä éìá x_j úàå íúåà ìéãâäì øùôà éæà ,äìãâä íéùøåã x_B-á íéøáéàä ìë íà ìéãâð .äðèœä íéùøåã x_B-á íéøáéàäî œìçù çéðð ,ïëì .äæ äøœîá äîåñç àì úéðëåúä úà ñéñáá óéìçð .ñôàúé úåçôì íäî ãçàù ãò x_B-á íéøáéàä úà íàúäá äðùðå x_j úà .j-á ñôàúäù øáéàä .éìîéèôåà àåä åðìù éñéñáä éøùôàä ïåøúéôä éæà ,c̃_j < 0 åøåáò j ïéà íà :äàáä èìœä úéðëåú ìò ñœìôîéñä íúéøåâìà úà íéâãð

min 19x_1 − 13x_3 + x_4 + 3x_6 s.t.

3x_1 − 4x_3 + x_4 + 4x_5 = 6 −4x_1 + x_2 + x_3 + 2x_5 = 1 5x_1 − 2x_3 − x_5 + x_6 = 1 x ≥ 0

:åæë äìáèá úéðëåúä úà íåùøì ìáåœî

19 0 −13 1 0 3 0 3 0 −4 1 4 0 6 −4 1 1 0 2 0 1 5 0 −2 0 −1 1 1

àåä úéðîéä äðéôá øáéàä øùàá ,äøèîä úéöœðåô éîãœî úà äìéëî äðåéìòä äøåùä úéðîéä äãåîòä øùàá ,íéöåìéàä éîãœî úà úåìéëî úåàáä úåøåùä .éùôåçä øáéàä ñåðéî .úåàååùîä ìù ïéîé ãö àéä

.äãéçé úöéøèîë øáë äðåúð A_B äöéøèîä-úúù áì åîéù .{2, 4, 6} úà B ñéñáì øçáð ïœúð .íééñéñáä íéðúùîá äééåìú àéä éë ,ùåøãä èîøåôá äðåúð àì äøèîä úéöœðåô úéöœðåôî úéùéìùä íéöåìéàä úøåù × 3 + äðåùàøä íéöåìéàä úøåù úøñçä éãé ìò úàæ :åæë äìáè ìáœð .(éëôåää éãé ìò éùôåçä øáéàä âåöééáù úåçåðì áì åîéù) äøèîä

1 0 −3 0 −1 0 −9 3 0 −4 1 4 0 6 −4 1 1 0 2 0 1 5 0 −2 0 −1 1 1

.äéöæéîéèôåàä íåçúá x_1−3x_3−x_5+9 :äéöœðåôì äìåœù úéøåœîä äøèîä úéöœðåô ,øîåìë ,éìéìù äøèîä úéöœðåôá íãœîä äáù äãåîò êéøö .ñéñáì ñéðëäì øáéà øçáð úòë íðùéù íéøáéàä ãçà ñéñáäî àéöåäì êéøö .(5 ñœãðéàä úà ñéñáì ñéðëð) 5 äãåîò ìùîì ìò øåîùì úðî ìò x_2, x_4, x_6 íééñéñáä íéðúùîä éëøò éåðéù úáééçî x_5 ìù äìãâä .òâøë õåìéàä éô ìò .øçà éñéñá äðúùî øåáò úåìáâî áéúëî (äìáèá äøåù) õåìéà ìë .úåéìéáéæéô äìãâä áéúëî éðùä õåìéàä .éìéìùì x_4 úà êåôäì éìáî^6_4 ãò x_5 úà ìéãâäì ïúéð ,ïåùàøä íãœîä éë ,øáã áéúëî åðéà éùéìùä õåìéàä .éìéìùì x_2 úà êåôäì éìáî^1_2 øúåéä ìëì ìù íéîãœîä ìë íàù ,áì åîéù .x_6 ìù íâ äìãâä úùøåã x_5 ìù äìãâä ïëìå ,éìéìù àåä x_5 ìù .äîåñç àì úéðëåúä ,íééìéìù íä x_5 ìù (íéöåìéàä ìù) 2 äøåùáå 5 äãåîòá øáéàä .éðùä õåìéàä ,ïë íà ,àåä éèéøœä õåìéàä úà óéìçð ,ñéñáá .0-ì x_2 úà ïéèœð äøåîúáå^1_2 -ì x_5 úà ìéãâð ,äæ õåìéà éô ìò .èåáéô àøœð úà òöáì éãë éðùä õåìéàä úøåùá ùîúùð .èåáéô ãòö àøœð íàúäá äìáèä ïåëãò .5-á 2 ìù íãœîä úà ñôàì úðî ìò) åæ äøåùî^1_2 äøèîä úéöœðåô éîãœî úøåùì óéñåð .ïåëãòä óéñåð 3 äøåùì .2 äøåù íééîòô øéñçð 1 äøåùî :ïîœìãë íéöåìéàä úåøåù úà ïëãòð .(x_5 :äàáä äìáèä úà ìáœð .2-á œìçð 2 äøåù úà .2 äøåù éöç

−1^1_2 −^5_2 0 0 0 −^{17}_2 11 −2 −6 1 0 0 4 −2^1_2^1_2 0 1 0^1_2 3^1_2 −^3_2 0 0 1^3_2 íéøçåá åéôì ììëä úà œééåãîá øéãâäì êéøö ,íúéøåâìàä øåàú úà íéìùäì úðî ìò åéôì ììëä úà øéãâäì êéøö ïëå ,(úåéøùôàä úåãåîòä ìë ïéáî) ñéñáì ñéðëäì äãåîòä úà éèéøœ õåìéàî øúåé ùéù äøœîá ,ñéñáäî íéàéöåî øáéà äæéà úòáåœä äøåùä úà íéøçåá ìáåœîä ììëä .íéðåù íéììë úåøôñá åòöåä .èåáéôä ììë ãçéá íéàøœð åìéàä íéììëä .ãçà .øúåéá éìéìùä àåä äøèîä úéöœðåô íãœî äáù äãåîòä úà øåçáì àåä äãåîò úøéçáì :úåøòä

ïëúéé æàå x_j úà ìéãâäì ìëåð àìù úåéäì ìåëé ,0 íäù íéøáéà ñéñáá øáë ùé íà .1 úåøœì ìåëé äæ .ïéâåøéñì k-á j-å j-á k øáéà óéìçð äáù úéôåñðéà äàìåìì ñðëéðù úéôåñðéà äàìåìì äœéãá úôñåä áééçî íúéøåâìàä ùåîéîå ,íéìáåœî èåáéô éììëá .äðîî äàéöéå

,(éìîéðéî ñœãðéàä) úéìîéðéî j äãåîò øçáð :úåàìåì òðåîù (Bland 1977) èåáéô ììë ùé .2 äæ éùòî ïôåàá .éìîéðéî àåä ñéñáäî àöééù k øáéàä ìù ñœãðéàä äøåáò ℓ äøåùå .íúéøåâìàä ìù íéáåè íéòåöéáì ìéáåî åðéàù ,òåøâ ììë

ìù éìàéöððåôñœà øôñî òöáð øúåéá òåøâä äøœîáù çéëåäì øùôà íéììëä áåøì .3 .èåáéô éãòö

ìãâ äàøðëå m íéöåìéàä øôñîá éøàéðéì ë"øãá èåáéôä éãòö øôñî ,éùòî ïôåàá .4 .n íéðúùîä øôñîá úéîúéøâåì

.äééòáä éãîéîá úéîåðéìåô íåñç èåáéôä éãòö øôñî åøåáò èåáéô ììë ùé íà òåãé àì .5 íéøåùéî-ìò m ìù åäùìë øåãéñ øåáòù ïåëð äæ íàä :Hirsch úøòùäá äøåùœ åæ äìàù m − d øúåéä ìëì àåä øåãéñá íéãåœãåœ éðù ìë ïéá øúåéá øöœä ìåìñîä êøåà , R^d-á .(øåãéñä ìù òìöá åéìà øáåçîù ,ïëù ãåœãåœì ãåœãåœî åðúåà øéáòî ìåìñîá ãòö)

.èåáéô éãòö ìù éìàéöððåôñœà-úú øôñî çéèáîù éîåãðø èåáéô ììë äàøä éòìœ ìéâ .6 .Hirsch úøòùä éáâì òåãéä øúåéá áåèä íñçä íâ äæ

:àéä èìœä úéðëåúù çéðð .éúìçúä ñéñá àåöîì êéà äìàùä íò åðøúåð min c^T x s.t. Ax = b x ≥ 0 :úéðëåúá ïðåáúðå ,x^′_1, x^′_2, . . . , x^′_m íéðúùî óéñåð .m äúâøãù ,m × n äöéøèî A øùàá min ∑m i=1 x^′_i s.t. Ax + Ix^′ = b x, x^′ ≥ 0

.úéøùôà úéøåœîä úéðëåúä ííà 0 àåä éìîéèôåàä ïåøúéôä .m×m äãéçé úöéøèî I øùàá àöîð .éñéñá éøùôà ïåøúéôë x^′ = b úàå ,ñéñáë x^′ ìù úåãåîòä úà úçœì øùôà ïàë éøùôà éñéñá ïåøúéôë éìîéèôåàä éñéñáä ïåøúéôá ùîúùäì øùôà 0 àåä íàå ,íåîéèôåà .úéøåœîä úéðëåúá

úåéìàåã 8

:(P ) äðîñðù ,úéèøãðèñ äâöäá äàáä úéøàéðéìä úéðëåúä äðåúð

z = min c^T x s.t. Ax = b x ≥ 0 ,A úåøåù ìù úéøàéðéì äéöðéáîåœ çœéð :àáä ïôåàá íñç ùôçð .z ìò ïåúçú íñç ùôçð ,úåöéøèî áéúëá .åæ äéöðéáîåœî úìáœúîä äôœúä äàååùîä ìò ìëúñðå ,c éãé ìò äîåñçù ïëìå x ≥ 0 .(y^T A)x = y^T b äàååùîä ìò ìëúñðå ,y^T A ≤ c^T åøåáò åäùìë y øåèœåå çœéð ïåúçúä íñçä .y^T b ≤ z èøôáå ,éøùôà x ìëì íééœúî y^T b = (y^T A)x ≤ c^T x ïåéååéùä-éà .úéøàéðéì úéðëåú åæ .w = max{y^T b | y^T A ≤ c^T } àåä ,åæ äøåöá ìáœì ïúéðù ,øúåéá áåèä .(P )-ì úéìàåãä úéðëåúä úàøœð àéä .(D) äðîñð :àáä èôùîä úà åðçëåä ìéòì ïåéãá .z ≥ w (äùìç úåéìàåã) 9 èôùî .(P ) àéä (D)-ì úéìàåãä úéðëåúä 10 äðòè

.äçëåä max{b^T y | A^T y ≤ c} = min{−b^T y | A^T y + Is = c, s ≥ 0} = min{−b^T y^+ + b^T y^− | A^T y^+ − A^T y^− + Is = c, y^+, y^−, s ≥ 0}.

:àåä éìàåãä max{c^T (−x) | A(−x) ≤ −b, −A(−x) ≤ b, I(−x) ≤ 0} = min{c^T x | Ax = b, x ≥ 0}.

.w = z éæà ,úåéøùôà (D) åà (P ) íà (äœæç úåéìàåã) 11 èôùî éô ìò éæà ,äîåñç àì (P ) íà .úéøùôà (P )-ù ë"äá çéðð .z ≤ w úåàøäì éã .äçëåä øîåìë ,(P ) ìù éìîéèôåà ïåøúéô x^∗ éäé ,úøçà .z = w = −∞ äùìç úåéìàåã Ax∗ = b, x^∗ ≥ 0, c^T x^∗ = z. -éà úëøòîì éæà .äæë y ïéàù äìéìùá çéðð .b^T y ≥ z-å A^T y ≤ c åøåáò y íééœù äàøð úåðåéååéùä A^T −b^T y ≤ c −z íééœ ,Farkas ìù äîìä éô ìò ,ïëì .ïåøúéô ïéà x λ ≥ 0 -ù êë A^T −b^T T x λ = 0 -å c −z T x λ < 0. :íéøœî éðù ïéá ïéçáð .c^T x < λz-å Ax = λb íøåáò x ≥ 0, λ ≥ 0 ùé ,øîåìë ïåøúéô àåä x^∗ + αx ,α > 0 ìëì æà ìáà .c^T x < 0-å Ax = 0-ù êë x ùé éæà .λ = 0 :1 äøœî .äøéúñ åæå ,c^T (x^∗ + αx) < z åëøòå ,éøùôà .äøéúñ áåùå ,z-î ùîî ïèœ åëøòù éøùôà ïåøúéô^1_λ x æà .λ ≠ 0 :2 äøœî

äîéìùîä úåéôãåòä ììë 9

:((P ) äðîñð) úéèøãðèñ äâöäá úéøàéðéì úéðëåú äðåúð min c^T x subject to Ax = b x ≥ 0.

:àéä ((D) äðîñð) úéìàåãä úéðëåúä max y^T b subject to y^T A ≤ c^T

.c^T x ≥ y^T b ,äùìç úåéìàåã éô ìò .(D)-ì éøùôà ïåøúéô y éäéå ,(P )-ì éøùôà ïåøúéô x éäé (P )-ì éìîéèôåà ïåøúéô x ííà 0 àåä úåéìàåãä øòô .úåéìàåãä øòô àøœð c^T x − y^T b ùøôää .(D)-ì éìîéèôåà ïåøúéô y-å éæà .s^T = c^T − y^T A ïîñð c^T x − y^T b = c^T x − y^T Ax = (c^T − y^T A)x = s^T x.

.(D)-ì éøùôà ïåøúéô y éäéå ,(P )-ì éøùôà ïåøúéô x éäé (äîéìùîä úåéôãåòð ììë) 12 èôùî :íéìåœù íéàáä íéàðúä éæà

.íééìîéèôåà úåðåøúéô åìéà .1

.s^T x = 0 .2

.j ìëì s_jx_j = 0 .3

.x_j = 0 éæà ,s_j > 0 íà .4

.y^T Ax + s^T x = c^T x ìáà .c^T x = y^T b ,äœæç úåéìàåã éôì éæà .1 éàðú íééœúîù çéðð .äçëåä ,s^T x = 0 ,ïàëî .y^T Ax + s^T x = y^T b = y^T Ax ìáœðå ïéîé óâàá íãåœä ïåéååéùä úà áéöð .3 íééœúî øîåìë ,0 àåä s^T x íåëñá øáéà ìë ïëå ,x, s ≥ 0 ìáà .2 éàðú íééœúî ,øîåìë ïëìå ,êåôää ïååéëá íâ úåîééœúî åðçëåäù úåøéøâä ìë .4 éàðú úà éãééî ïôåàä øøåâ 3 éàðú .ïåëð èôùîä

ïúéð .äîéøæ úùøá t øåáì s øåœîî íåîéñœî úîéøæ úàéöî ìù äééòáá ïðåáúð ,äîâåãì úéðëåúä .(úåúùœä ìò äîéøæä éëøò íä íéðúùîä) úéøàéðéì úéðëåúá äééòáä úà àèáì -ôì äéäé t-ì s-î œçøîäù êë ,úåúùœä ìò íééìéìù-éà úåìœùî ïúî úùøåã úéìàåãä àì åæ ,áì åîéù) .éìîéðéî éäé ,íéìåáéœä éô ìò íéììœåùî ,úåìœùîä ìù íåëñäå ,1 úåç úéðëåúì (.úåøçà úåâöäì äîéìùîä úåéôãåòä ììë úà íâøúì øùôà ìáà ,úéèøãðèñ äâöä 0-å ,êúçä úåúùœ ìò 1 ìœùî íéùð) íåîéðéî êúçì íéàúîä ,íéîìùá ïåøúéô ùé úéìàåãä .íéîìùá ïåøúéô ùé äîéøæä úééòáì íâ éæà ,íéîìù íéìåáéœä íà .(úåøçàä úåúùœä ìò ùîî éáåéç äðúùî íà ,íééìîéèôåà úåðåøúéô âåæ øåáò ?äîéìùîä úåéôãåòä ììë øîåà äî ìë ,øîåìë .œåãä ïôåàá íééœúî úøçàä úéðëåúá íéàúîä õåìéàä éæà ,úåéðëåúä úçàá äéìò ùéù úùœ ìëå ,éìàåãá t-ì s-î øúåéá ìœ ìåìñî àåä úéáåéç äîéøæ åéìò ùéù ìåìñî .ìåáéœì äååù äéìò äîéøæä ,éìàåãá éáåéç ìœùî

úåôñåð úåøòä 10

ïåðëúì éîåðéìåô íúéøåâìà (äúò ãò åðì òåãéð éô ìò úåçôì) úðúåð àì ñœìôîéñä úèéù ãéàåñôéìàä íúéøåâìàù Khachian çéëåä 1979 úðùá .äìàë íéîúéøåâìà íðùé .éøàéðéì äúëæ úéìâúä .éîåðéìåô ïîæá úåéøàéðéì úåéðëåú øúåô (øåîœ ïåðëú øåáò ïëì íãåœ çúåôù) øäî .("éèîúîä œéðèåôñä’’ úøúåëá äúåà øéúëä ñîééè œøåé-åéðä) äìåãâ úéøåáéö äãåäúì ãåàî òåøâ åìù äöéøä ïîæ éë ,úéùòî úåòîùî ïéà ãéàåñôéìàä íúéøåâìàìù øøáúä ãåàî -éùç ãéàåñôéìàä íúéøåâìàì ùé ,ïë éô ìò óà ."íééçäî" úåéòá ìò ñœìôîéñì äàååùäá úåéòá ìù áçø ïååâî éîåðéìåô ïîæá øåúôì ìâåñî íúéøåâìàäù ,øøáúî .äáø úéèøåàéú úåá äãøôä áåà éãé ìò ïåúðä øåîœ íåçú ìò äøåîœ äéöœðåô ìù äéöæéîéðéî ,èøôá ,äéöæéîéèôåà ,àì åà íåçúä êåúá äãåœðä íà úåäæì úìâåñî áçøîá äãåœð ïúðéäáù äøâù ,øîåìë) øôñî åèîùð äæ øåàéúá) .(íåçúì äãåœðä ïéá ãéøôîä øåùéî-ìò äøéæçî àéä àì íàå -ðéì ïåðëúì ïéèåìçì øçà éîåðéìåô íúéøåâìà Karmarkar íñøô 1986 úðùá (.úåéðëè úåìáâî Karmarkar çñåð íéîúéøåâìàä .íéîåã íéôñåð íéîúéøåâìà åçúåô ,úàæ úåáœòá .éøàé -øä ïîæ çåúéð .ñœìôîéñì úåøçú-éøá íä éùòî ïôåàáå ,interior point methids íéàøœð ùåøãä íéèéáä øôñîá éøàéðéìå ,íéðúùîä øôñîá éîåðéìåô àåä òåøâä äøœîá íäìù äöé âåöééä ìãåâá äöéøä ïîæ ìù úåìúäù ïééöì ùé .úéøàéðéìä úéðëåúä ìù íéîãœîä úà íåùøì íúéøåâìà íééœ íà äìàùä .ãéàåñôéìàä íúéøåâìà øåáò íâ íééœ úéøàéðéìä úéðëåúä ìù -åìéàä øôñîáå íéðúùîä øôñîá éîåðéìåô ãéîú àåä òöáî àåäù ïåáùçä úåìåòô øôñîù .íåçúá úéæëøî äçåúô äìàù àéä ,íéîãœîä ìãåâá úåìú àìì ,íéö